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Pohlsches Rad (POR)
Themengebiet: Mechanik

In diesem Versuch wird die Bewegung eines Drehpendels untersucht. Zunichst werden freie gedampfte Schwin-
gungen des ndherungsweise linearen Systems untersucht, anschliefend erzwungene Schwingungen.

1 Grundlagen

1.1 Lineare Systeme

Unter linearen Systemen versteht man solche, deren Bewegungsgleichung eine lineare Differenzialgleichung
ist. Das im Versuch behandelte Drehpendel lésst sich als solches betrachten.

1.1.1 Freie gedimpfte Schwingung eines Drehpendels (ohne externen Antrieb)

Im einfachsten Fall, d.h. ohne Antrieb, ldsst sich das System wie folgt beschreiben: Wird das Pendel um einen
Winkel ¢ ausgelenkt und dann losgelassen, fiihrt es eine gedimpfte Drehschwingung um die Ruhelage ¢q aus.
Diese Schwingung nennt man geddmpfte Eigenschwingung des Systems. Aus dem Drehmomentengleichge-
wicht

Dt =D+ Dp (D

mit

e Dr=0¢ Triagheitsdrehmoment, ®: Trigheitsmoment
e D= —ko riicktreibendes Moment der Feder, k: Winkelrichtgrof3e

e Dp =—y¢ Diampfungsmoment, y: Ddmpfungskoeffizient

kann die Bewegungsgleichung des Systems abgeleitet werden. Man erhilt die Differentialgleichung fiir die
geddmpfte Eigenschwingung des Pendels

Op+yp+ke=0 2
Dies ist eine homogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Mit dem Ansatz
@(1) = go-exp(o-1)
in Gleichung (2) kommt man zur charakteristischen Gleichung zur Bestimmung von o
Oa’+ya+k=0

Fiihrt man die Dampfungskonstante A mit A = % ein, so erhélt man die Losungen

(Xl_’z:—)yzl:“l2—g (3)

Es lassen sich nun drei Losungstypen unterscheiden:
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Abbildung 1: Ausschwingverhalten fiir schwache Ddmpfung, Amplitude gegen die Zeit: Die Sinusschwingung
mit der Eigenfrequenz f des Systems klingt exponentiell mit der Diimpfungskonstante A ab.

A% > k. Kriechfall (starke Dampfung)

PER

: aperiodischer Grenzfall

Q= Gl o=

A? < k: Schwingungsfall (schwache Dampfung)

Fiir den in diesem Versuch relevanten Schwingfall lautet die Losung:

@(1) = poexp(—A1)-expli(war + B)] )
S—— —,——
Dimpfung Schwingung

Das Ergebnis der Messung entspricht dem Realteil dieses Ausdrucks. Man kann also schreiben

@(t) = @o exp(—At)-cos (gt + ) (5)

mit g = w/%— A2 als Kreisfrequenz und f als Phasenverschiebung. Die Eigenfrequenz des ungedcimpfien

Pendels ist oy = \/g .

Die Losung ist die in Abbildung 1 gezeigte Schwingung, deren Amplitude mit der Zeit exponentiell abklingt.

Sie ist durch die Abklingzeit T = % und die Eigenfrequenz f = $¢ charakterisiert.

2
Besonders hervorzuheben ist, dass die Eigenfrequenz nicht von der Schwingungsamplitude abhingt. Dies ist
eine wichtige Besonderheit harmonischer Oszillatoren, die stets durch lineare Bewegungsgleichungen beschrie-
ben werden.
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1.1.2 Erzwungene Schwingung (mit externem Antrieb)

Wird iiber den Antrieb zusitzlich ein dufleres periodisches Drehmoment My sin (@t) auf das Pendel gegeben,
erhilt man eine erzwungene Schwingung. Nach einer Einschwingzeit ist die Frequenz des Pendels mit der
Frequenz @ des Antriebs identisch. Die Bewegungsgleichung des ungestorten Systems (Gleichung 2) dndert
sich nun zu

OP + Y + ke = Mysin (t). (6)

Dies ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die allgemeine Losung der Diffe-
rentialgleichung (6) setzt sich zusammen aus der Losung der homogenen Differenzialgleichung (2) und einer
partikulidren Losung der inhomogenen (Gl. (6)). Eine partikuldre Losung erhilt man mit dem Ansatz

op(t) = A(®) - sin (0t — P) (7N

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (6) erhilt man, indem man zu dieser Losung die Losung
homogenen Differenzialgleichung (GI. 5) addiert.

¢(t) =A(w)-sin(wt —P)+C-exp(—At)-cos (wg— ) (8)
Die Schwingungen des ungestorten und des angetriebenen Systems iiberlagern einander.

Nach einer Einschwingzeit verschwindet in Gleichung (8) der Term mit der Eigenfrequenz wy aufgrund der
exponentiellen Didmpfung. Das Pendel schwingt nun nur noch mit der Frequenz @ des Antriebs, jedoch mit
einer Phasenverschiebung ® gegeniiber der Erregerschwingung.

Durch Einsetzen der Losung in Gleichung (6) ergibt sich fiir die Amplitude in Abhiingigkeit der Antriebsfre-
quenz @
M B

My
Alw) = = S ,
\/®2-(w02—w2)2+y2-a)2 \/(wg—w2)2+412-w2

€))

wobei @y = 1/ £ die Eigenfrequenz des nicht angetriebenen, ungedimpften Systems bedeutet. Fiir die Phasen-
e) g q g g p y

differenz ® gilt
-y 20- A
tan (P(w)) = = (10)
- (0f —0?)  (0f-0?)

Die Amplitude der erzwungenen Schwingung erreicht bei der Resonanzfrequenz

k
=4/ =—2A2
®=\e
einen Maximalwert von Iy
0
A =
(OR) =567 o

Fiir schwache Ddmpfungen (und nur dafiir) gilt

~ ~ E
R~y =\ o
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Abbildung 2: Resonanzkurve des Drehpendels: Die Kurve ist nicht symmetrisch, fiir gegen Null gehende Anre-
gungsfrequenz hat die Amplitude einen endlichen Wert, fiir grofie Frequenzen geht sie gegen Null.
Die Breite der Resonanzkurve um die Resonanzfrequenz ist mit der Ddmpfung verkniipft.

Die anderen Grenzwerte von Gleichung (6) sind

Trigt man A(®) gegen ® auf, so erhilt man die Resonanzkurve, wie sie in Abbildung 2 gezeigt ist. Man sieht,
dass die Kurve beziiglich der Resonanzfrequenz nicht symmetrisch ist. Sie weist eine endliche Halbwertsbrei-
te! 2-Aw um die Resonanzfrequenz wg auf. Zwischen der Halbwertsbreite Aw der Resonanzkurve und der
Dimpfungskonstanten A gilt fiir schwache Dampfung nun die sehr wichtige Beziehung?

Aw=2A bzw. T-Aw =1 11

Die Dampfung dissipiert die vom Antrieb in das System gesteckte Energie. Je kleiner die Ddmpfung des ge-
triebenen Oszillators ist, umso groBer wird im Resonanzfall seine Schwingungsamplitude. Fiir verschwindende
Dampfung fiihrt dies zur Resonanzkatastrophe.

Betrachtet man die Phasenverschiebung, stellt man fest, dass die Schwingung dem Antrieb immer hinterher-
hinkt. Nach Gleichung (10) gilt also 0 < & < 7.

1.2 Wirbelstrombremse

Ein geschwindigkeitsabhidngiges Ddmpfungsmoment, wie es in Gleichung (2) vorkommt, ldsst sich mit einer
Wirbelstrombremse realisieren. Bewegt sich eine Leiterplatte in einem inhomogenen oder sich @ndernden Ma-
gnetfeld senkrecht zu den Magnetfeldlinien, so werden im Leiter Wirbelstrome induziert. Ein inhomogenes

IMan betrachtet meist die energetische Halbwertsbreite und demnach die \%—Breite der Amplitude. In der hier verwendeten No-
menklatur ist die halbe Breite (HWHM) gemeint. Einige Lehrbiicher verwenden eine andere Nomenklatur.
ZDiese Beziehung erhiilt man mit einigen vereinfachenden Annahmen. Gleichung (11) soll hier nicht hergeleitet werden.
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Magnetfeld hat man z.B. auch an den Grenzen eines endlich ausgedehnten Magneten. Die Stirke der Wirbel-
strome héngt von der Flussdichteinderung (und damit von der maximalen Flussdichte durch den Magneten)
und der Geschwindigkeit der Relativbewegung ab.

Die Wirbelstrome erzeugen ihrerseits ein Magnetfeld, dass der Anderung des Magnetfeldes entgegenwirkt und
linear von der Stirke der Wirbelstrome abhéngt. Die Wechselwirkung des urspriinglich angelegten Magnetfel-
des und des durch die Wirbelstrome induzierten fiihrt zu einer Bremswirkung, die vom Produkt dieser beiden
Magnetfelder abhéngt. Daraus ergibt sich, dass die Bremswirkung letztendlich quadratisch vom der magne-
tischen Flussdiche B des Magneten und linear von der Relativgeschwindigkeit v der Metallplatte und dem
Magneten abhingt.

F < —v-B? (12)

Die Flussdichte B in einer Spule hiingt wiederum linear vom Strom / durch die Spule ab. Ubersetzt auf ein Dreh-
pendel bedeutet dies, dass die Dampfungskostante A mit einer Wirbelstrombremse proportional zum Quadrat
des Stroms durch die Spule ist:

Ao I? (13)

2 Versuchsaufbau

2.1 Drehpendel

Das hier verwendete Drehpendel® besteht aus einer kreisférmigen Kupferscheibe, die um eine Achse durch den
Schwerpunkt drehbar gelagert ist. Die Ruhelage wird durch eine Spiralfeder vorgegeben. Die Auslenkung des
Pendels kann iiber eine kreisformige Skala abgelesen werden. Das Pendel wird iiber eine Wirbelstrombremse
geddmpft. Durch Variation des Stromes durch einen Elektromagneten kénnen verschiedene Ddmpfungspara-
meter eingestellt werden. Die Bremskraft ist propotional zur aktuellen Geschwindigkeit und zum Quadrat der
magnetischen Flussdichte.

Das Drehpendel kann durch einen drehzahlgeregelten Schrittmotor iiber einen Exzenter und eine Getriebestan-
ge angetrieben werden. Die Drehfrequenz des Schrittmotors wird dabei tiber die Frequenz des Schrittgebers, in
diesem Fall ein Signalgenerator, geregelt. Dabei entsprechen 3200 Schritte einer Umdrehung des Motots, eine
Frequenz von 3200 Hz am Frequentgenerator entspreicht also einer Antriebsfrequenz von 1 Hz.

Durch einen beriihrungsfreien Winkelsensor kann die Bewegung des Drehpendels ausgelesen werden. Hier-
bei wird die Richtung der Magnetfeldlinien der an der Kuperscheibe angebrachten Magnete detektiert. Das
ausgegebene Spannungssignal ist linear vom Winkel abhingig.

Mit einem Kraftsensor, der iiber eine Feder mit dem Antrieb verbunden ist, kann dessen Auslenkung aufgenom-
men werden. Durch Vergleich der Auslenkung des Antriebs und des Pendels lasst sich die Phase bestimmen.

3Das Pohlsche Rad ist eine spezielle Bauform des Drehpendels, die fiir die Schattenprojektion geeignet ist. Fiir diesen Versuch spielt
das aber keine Rolle.
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3 Durchfiihrung

Aufgabe 1: Eigenfrequenz

Wihlen Sie den Ddmpfungsstrom der Wirbelstrombremse im Bereich 0,3 — 0,6 A. Der Ddmpfungsstrom bleibt
fiir die folgenden Messungen konstant!

Lenken Sie das Pendel aus und messen Sie mit Hilfe einer Stoppuhr die Zeit iber 10 Schwingungen. Wieder-
holen Sie diesen Vorgang etwa fiinf mal. Notieren Sie Unsicherheiten, die wihrend dieser Messung auftreten
konnen und beriicksichtigt werden miissen!

Aufgabe 2: Didmpfungskonstante

Lenken Sie nun das Pendel aus und notieren Sie nach jeder Schwingung die Amplitude. Schitzen Sie Thre
Unsicherheit bei der Bestimmung der Amplitudenmaxima.

Die Idee hinter diesem Versuch ist, ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie gut die Messung mit dem Auge im
Vergleich zur folgenden Comutermessung ist.

Aufgabe 3: Eigenfrequenz- und Dimpfungskonstantenbestimmung mit dem PC

Laden Sie von der Praktikumswebseite das Template (POR-Cassy.labx) fiir den Versuch und 6ffnen Sie es mit
dem Programm CassyLab.

Starten Sie die Messung in der Ruhelage des Pendels. Dadurch kénnen Sie Abweichungen des Nullpunktes
herausfinden und korrigieren. Lenken Sie das Pendel aus, das Programm misst die Schwingungsamplitude
gegen die Zeit.

Aufgabe 4: Resonanzkurve

Treiben Sie das Pendel mit dem Motor an.

Nach dem Einschwingprozess lesen Sie mit dem Auge Die Maximalamplitude ab. Notieren Sie Amplitude und
zugehorige Frequenz. Dies fiihren Sie fiir verschiedene (mindestens 15) unterschiedliche Frequenzen durch.
Wihlen Sie die Frequenzen so, dass Sie eine gut auswertbare Resonanzkurve erhalten. Wahlen Sie kleinere
Schrittweiten in der Nihe der Resonanzfrequenz.

Zeichnen Sie bereits im Praktikum direkt bei der Messung die Resonanzkurve um zu sehen, ob die Werte fiir
eine Auswertung ausreichen.

Aufgabe 5: Abhéngigkeit der Dimpfungskonstanten vom Dampfungsstrom

Diese Messung wird wieder ohne den Antrieb durchgefiihrt. Das Vorgehen ist wie in der Aufgabe 3 , wobei
nun diese Messung fiir verschiedene Strome durch die Wirbelstrombremse (0,2 A bis 1,5 A in 0,1 A Schritten)
durchgefiihrt wird.
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4 Auswertung
4.1 Stromabhingigkeit der Ddmpfungskonstanten

Aufgabe 6: Dampfungskonstante

Fiihren Sie fiir die Messungen aller Dampfungsstrome eine Datenanpassung (Fit) mit der Gleichung (5) durch.
Aus dem Fit bekommen Sie dann Werte fiir @3 und A.

Tragen Sie die ermittelte Dampfungskonstante A gegen den Dampfungsstrom durch den Magneten auf. Ver-
gleichen Sie die Abhédngigkeit mit der fiir eine Wirbelstrombremse zu erwartenden (Gleichung (13)).

Aufgabe 7: Eigenfrequenz

Tragen Sie die aus der Datenanpassung ermittelte Eigenfrequenz @y gegen die Dampfungskonstante A auf.
Vergleichen Sie das Verhalten mit dem theoretisch zu erwartenden.

4.2 Untersuchung des Verhaltens bei dem gewihlten Dampfungsstrom

Aufgabe 8: Eigenfrequenz

Bestimmen Sie aus Thren Zeitmessungen die Eigenfrequenz des Pendels mit Unsicherheiten. Bestimmen Sie
separat die Eigenfrequenz aus Ihren Computerdaten. Vergleichen Sie Thre Ergebnisse samt Unsicherheit und
Diskutieren Sie ihr Ergebnis!

Aufgabe 9: Dimpfungskonstante

Erstellen Sie einen Graphen, bei dem die Amplituden der Schwingung halblogarithmisch gegen die Zeit auf-
getragen werden. Ermitteln Sie die Dampfungskonstante A samt Unsicherheit und die Abklingzeit 7. Analog
dazu werten Sie Ihre Computermessung aus. Vergleichen und Diskutieren Sie Thre Ergebnisse!

Aufgabe 10: Resonanzkurve

Tragen Sie die Maximalamplitude gegen die Anregungsfrequenz in einem Graphen auf und fiihren Sie eine
Datenanpassung mit Gleichung (9) durch*. Ermitteln Sie die Resonanzfrequenz und die Halbwertsbreite der
Resonanzkurve. Uberpriifen Sie die Bedingung aus Gleichung (11).

4Sie diirfen nur drei freie Parameter zum Datenanpassung verwenden, ay, A und (Mg /®).
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